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Application de la Th6orie Dynamique de S. Takagi au Contraste d'un D6faut Plan 
en Topographic par Rayons X. II. Franges de Moir6 

PAR D. SIMON ET A. AUTHIER 

Laboratoire de Mindralogie-Cristallographie associ~ au C.N.R.S., Facultd des Sciences de Paris, 
1, rue Victor Cousin, Paris 5e, France 

(Refu le 1 mars 1968) 

A particular moir6 fringe pattern is observed on X-ray topographs in silicon crystals irradiated by 
protons. The kinematical theory of X-ray diffraction explains very well the geometry of these fringes 
on traverse topographs. Takagi's dynamical theory of X-ray diffraction is used to calculate the fringe 
contrast on section topographs. There is a good agreement between theory and experiment. 

1. Historique 

Les franges de moir6 ont 6t6 observ6es depuis long- 
temps en microscopie 61ectronique (Basset, Menter & 
Pashley, 1958; Gevers, 1962, 1963; Hashimoto, Man- 
nami & Naiki, 1961). A l'aide des rayons X, leur mise 
en 6vidence est beaucoup plus r6cente. Elle s'est faite 
essentiellement par deux m6thodes. D'une part, Bonse 
& Hart (1966) ont cr66 un interf6rom&re ~t trois crist- 
aux permettant l'observation de telles franges. D'autre 
part, Chikawa (1965) et Lang & Miuscov (1965) ont 
examin6 par topographies aux rayons X des cristaux 
off une interface s'6tait cr66e pros de la surface, entrai- 
nant la formation de franges de moir6 (6pitaxie sur un 
cristal de CdS et fissure dans un cristal de quartz, 
respectivement).Enfin, par cette m~me m6thode, Br~idler 
& Lang (1968) ont observ6 tout r6cemment des franges 
de moir6 5. l'aide de deux cristaux s6par6s de silicium, 
exp6rience extr~mement d61icate car les d6sorientations 
raises en 6vidence/t l'aide des rayons X sont tr6s faibles. 

2. Description de l'exp6rience 

Nous avons 6tudi6 par topographies aux rayons X des 
franges de moir6 dans du silicium irradi6 par des pro- 
tons (Authier, Lallemand & Pfister, 1963; Authier & 
Montenay-Garestier, 1964). Les conditions exp6rimen- 
tales de cette irradiation sont les suivantes: la tem- 
p6rature varie entre 800 °C et 900 °C, l'6nergie des deu- 
tons est de 700 keV et les doses sont comprises entre 
5.1017 et 5.1018 H + cm -2. Les zones irradi6es se pr6- 
sentent sous forme de bandes ayant 1 mm de largeur 
et 5 mm de longueur environ (Fig. 1). La profondeur 
de p6n6tration des deutons dans le cristal ne d6pend 
que de leur 6nergie. Pour une 6nergie de 700 keV, elle 
est environ de 10 pm. L'6tude de l'interaction des pro- 
tons avec les atomes du r6seau (Lallemand, 1962) a 
montr6 que la plupart des d6fauts cr66s par l'irradiation 
sont situ6s /t l'int6rieur d'une touche de 1 ~t 2/zm 
d'6paisseur, 5. la limite de p6n6tration des protons. 

cr6e des contraintes, donc des d6formations, dans le 
reste du cristal mais surtout dans sa partie sup6rieure 
qui a une 6paisseur beaucoup plus faible que la partie 
inf6rieure. Cette d6formation est en premiere approxi- 
mation homog~ne et conserve aux deux parties du 
cristal leur caract~re de cristaux parfaits. Nous obte- 
nons donc une superposition de deux cristaux parfaits, 
ayant des param&res 16g~rement diff6rents et dont les 
plans r6ticulaires ont subi une 16g~re rotation l'un par 
rapport h l'autre. Les franges de moir6 sont la con- 
s6quence de cette superposition de deux cristaux non 
identiques, s6par6s par une couche tr6s mince de cristal 
imparfait, parall61e aux faces du cristal. 

3. Nature des franges observ~es 

(i) Rappel de la thdorie gdomdtrique 
Pour un cristal parfait, la th6orie g6om6trique donne 

l'expression de l'amplitude diffract6e, sous la forme: 

A = Fhgt Z'j exp (--2rHh. rj) ,  

F~k~ 6tant le facteur de structure, h le vecteur du r6seau 
r6ciproque correspondant ~t la r6flexion consid6r6e et 
r~ un vecteur rep6rant la position de la maille j. 

Consid6rons maintenant deux cristaux superpos6s 
et appelons dh la variation du vecteur du r6seau r6ci- 
proque entre ces deux cristaux; dh est un vecteur ind6- 
pendant de la position si les deux cristaux sont parfaits. 
Soit h .  r = N l'6quation de la famille de plans r6flec- 
teurs utilis6e. En diff6rentiant cette relation, on obtient: 

h.  d r + d h ,  r = 0  (3-1) 

off dr = u est le vecteur d6placement des atomes de l'un 
des cristaux par rapport h l'autre. Pour ce cristal, 
l'amplitude diffract6e est: 

A'=Fhkz ~r exp (-2~zih.  ( r + u ) } = A  exp (-2~zih.  u) 
= A exp (2~zidh. r) 

I1 existe donc entre ces deux amplitudes un d6phasage 
6gal ~t 2~zdh. r. Nous verrons plus loin que c'est ce 

Dans cette r6gion, la densit6 de d6fauts est grande e t~  id6phasage qui entraine la formation de franges de 
il peut se former des pr6cipit6s. Cette zone de d6fauts~ld~moir6. Dans ces conditions, les lieux des points d'6gale 
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intensitd sont tels que dh .  r =  constante. Ce sont donc 
des plans perpendiculaires h dh. Les franges observ6es 
sur les topographies sont les intersections de ces plans 
avec la face de sortie du cristal. Elles sont dquidistantes 
et, si nous appelons dh, la composante  de dh sur le 
plan de l ' interface, l ' interfrange est dgal ~t 1/dh,. 

(ii) Les franges observdes sont bien des franges de moird 
Nous avons montr6 exp6rimentalement que l ' inter- 

frange 6tait ind6pendant  de la longueur d 'onde  du 
rayonnement  utilis6 et qu'il  dtait inversement propor-  
t ionnel h l 'ordre de la r6flexion (voir Fig. 1). Ces deux 
propri6tds sont caract6ristiques des franges de moir6. 

(iii) PropridtOs gdom~triques des franges observdes 
Des observations faites en modifiant  la dose de l'ir- 

radiat ion et en utilisant des plans r6flecteurs vari6s, 
nous avons conclu que la direction des franges ne dd- 
pendai t  pas du plan rdflecteur utilis6 et que l ' inter- 
frange 6tait inversement proport ionnel  ~t (h .  n) (voir 
Tableau 1), n 6tant un vecteur unitaire suivant la nor- 
male aux faces du cristal. 

Tableau 1. Variation du nombre de franges en fonction 
du produit h. n pour une irradiation donnde 

h . n =  h . n  
hkl fl = (h, n) c o s  fl~/h 2 + k 2 + l ~ N N 
111 70 °30" 0,578 3 0,193 
113 80 0,577 3 0,192 
115 3857 4,042 21 0,192 
220 3520 2,308 12 0,192 
333 0 5,196 27 0,192 
33T 4842 2,877 15 0,192 
533 7030 1,734 9 0,193 
2~0 90 0 0 - 

Remarque: La topographie 333 est obtenue par r6flexion; les 
autres le sont par transmission. 

En particulier, en choisissant des plans rdflecteurs 
perpendiculaires aux faces du cristal et ~t l ' interface, 
c'est4t-dire tels que h .  n = 0 ,  nous avons constat6 la 
disparit ion des franges [voir la Fig. 3(c) de l 'article de 
Authier,  Lal lemand & Pfister (1963)]. Ceci nous a 
amen6s ~t supposer que le vecteur u 6tait parall~le ~t n, 
et h poser u = nu(r). Ceci correspond ~t un ddplacement 
des atomes normal  ~t la surface du cristal ce qui est 
tout  ~t fair vraisemblable, le faisceau de protons dtant 
dgalement normal  b. la surface. Si on remplace u par  
cette valeur dans l 'expression (3-1), on obtient:  

dh= - V ( h .  u ) =  - ( h .  n)Vu.  (3-2) 

On voit bien que la direction des franges ne ddpend 
que de la direction de Vu donc de la d6formation et 
que l ' interfrange est inversement proport ionnel  ~t (h.  n) 
(voir Tableau 1). On peut ajouter que, dans ce cas, 
les franges de moird sont 6galement des franges d'dgale 
d6formation (IVul = constante). 

Ainsi, nous avons montrd que les franges observ6es 
dtaient des franges de moird ayant  des caractdristiques 

g6om6triques particuli~res dues / t  la nature du vecteur 
ddplacement u. Leur origine est ~t la fois une rotat ion 
des plans r6ticulaires et une variation de param&re du 
r6seau. 

4. Thdorie dynamique appliqude au contraste 
des franges de moir6 

(i) Rappel de la th~orie dynamique dans le cas du cristal 
parfait sans absorption 

Dans un pr6c6dent article concernant  les fautes d 'em- 
pilement (Authier & Simon, 1968)* nous avons d6ve- 
lopp6 la th6orie de Takagi (1962) et nous avons donn6 
les solutions de l '6quation de propagat ion dans les cas 
d 'ondes incidentes quelconques, plane et sph6rique. Ces 
solutions se prdsentent sous forme de fonctions com- 
plexes lentement variables de la position, auxquelles 
nous avons donnd le nom de pseudo-amplitudes.  Pour  
une onde incidente quelconque, les pseudo-ampli tudes 
dans les directions r6fldchie et rdfract6e sont respective- 
ment  (A.S. 2-5, 2-7). 

Dh(P) = -sini-nk-zhT020 C ITD(oa)(x)Jo(BVI 2--~ x2)dx (4-1) 

Do(P) = D(oa)(A) 

_ B I_ffD(oa)(x) I l l+x_ Jl(Bl2~-~_x2)dx. (4-2) 
2 V I - x  

/, x, et le domaine d' intdgration sont ddfinis dans la 
16gende de la Fig.2;  

B =  2nk I /z~l-C! ~e°Yh 
sin 20 

k = 1/2 est le nombre  d 'ondes dans le vide Zh,Z~ sont 
les termes de rang hkl et h/~i du d6veloppement en s6rie 
de Fourier  de la susceptibilitd dlectrique du cristal. 

* Pour faire r6f6rence ~t une 6quation de ce premier article, 
nous 6crirons 'A.S.' suivi du num6ro de l'6quation (ex. A.S. 
2-5). 

xq l  
A 0 B 

P 

Fig.2. So et S~ sont les vecteurs unitaires dans les directions 
incidente et rgfl6chie respectivement, n est le vecteur unitaire 
perpendiculaire ~t la face d'entrge du cristal OA=OB=I, 
x est l'abscisse par rapport b. O d'un point quelconque de AB. 
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Fig. 1. Topographies d 'un cristal de silicium irradi6 par des protons. Trois bandes ont 6t6 irradi6es (I, II, III). Les doses reques 
sont respectivement de 10Is, 10Is, 5 .  1017, H2 + cm-2. Des franges de moir6 apparaissent dans chaque bande. (a) R~flexion 
(]'11), 2 Cu K~l, G= 18, (b) R6flexion (]'11), 2 Mo Koq G= 18, (c) R~flexion (]33), 2 Mo Kul G= 18. L'interfrange est le m~me 
sur les topographies (a) et (b), trois fois plus petit sur la topographie (c). 

[To face p. 528 
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Fig. 6. Section (~33) correspondant b. la coupe c de la Fig. I(c), 
2 Mo K~,  G= 185. 
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V0 = (S0,n) 70 = cos V0 c~0 = sin ~0 
Vh = (Sn, n) 7~ = cos ~'h c~n = sin ~,n 

0 est l 'angle de Bragg. 
Pour  une onde incidente sph6rique, les pseudo- 

amplitudes sont (A.S. 2-14, 2-15)" 

D~ ~) Czh 
Dh(xo) = - i -~t~o Vkro sin 20 

x exp (-irc/4)Yo(BVi 2 £X~-) (4-3) 

F 

B" O" P" A" 

Fig.3.  Triangle de Bor rmann .  F est le foyer,  FQ=ro et 

o;)S;= xo. 

f l z  ¢lz z . 

- / / / / 

To 

\ \ o" 

o 
H" 

Fig. 4. Surfaces de dispersion pou r  les deux cris taux superpos6s.  

Do(Xo) = 4~rro exp - rrl ro ( l -  Xo) 2 

- exp (-ire~4) sin 20 

× ~ yh-]/ii+-~°-Jl(B/12~x~) ~ l - - x o  (4-4) 

r0, x0 sont d6finis ~t la 16gende de la Fig. 3. 
De plus, dans le cas de l 'onde plane, les pseudo- 

amplitudes se d6duisent des pr4c6dentes par  une trans- 
format ion de Fourier.  

(ii) ThOorie dynamique appliqu& it l'&ude des franges 
de moirO 

Dans l 'article pr6c6dent, nous avons 6tudi6 le cas 
d 'une faute d 'empilement  s6parant deux r6gions de 
cristal parfait  non d6sorient6es. Nous allons mainte- 
nant  nous int6resser au cas off il y a une d6sorientation 
entre deux cristaux parfaits. 

Comme dans le cas de la faute d 'empilement,  le pre- 
mier cristal donne une onde r6fract6e D~ et une onde 
r6fl6chie D~,. Ces deux ondes sont incidentes sur le 
second cristal. Chacune, b. son tour,  engendre deux 
ondes O~I(OI), O],I(O I) pour  l 'onde O~ et O~I(hI), O~I(h I) 
pour  l 'onde D~. Sur les topographies,  nous observons 
dans la direction r6fl6chie l 'interf6rence des ondes 
D~I(O I) et D~I(hI). 

(a) Ondes incidentes sur le second cristal. Choix des vec- 
teurs d' onde 

Les expressions (4-1) et (4-2) mont ren t  que les 
pseudo-ampli tudes des ondes r6fract6e et r6fl6chie par  
le second cristal d6pendent de l '6tat de l 'onde incidente 
sur sa face d'entr6e. Elles font intervenir, d 'aut re  part ,  
des fonctions dont  le calcul analytique n 'est  possible 
que si les extr6mit6s des vecteurs d 'onde K0 et Kh, fix6s 
arbitrairement,  se t rouvent  au point  de Lorentz, point  
d ' intersection des asymptotes  de la surface de disper- 
sion relative au cristal consid6r6. Dans ces conditions, 
le calcul montre  que ces fonctions sont des fonctions 
de Bessel qui apparaissent  dans les expressions (4-1) 
et (4-2). 

Voyons,  tout  d 'abord,  comment  s 'expriment  les 
ondes ~t la sortie du premier cristal. Si nous supposons 
que la mince couche de d6fauts qui s6pare les deux 
cristaux est 4quivalente, du point  de vue de la diffraction 
des rayons X, ~t une couche de vide, nous aurons apr6s 
sa travers6e: 

[ kz0 zi 1 D I  = e x p  - 2 " g  p 

off k~ = HN (voir Fig. 4) est un vecteur d 'onde dans le 
vide, r I un vecteur de posit ion sur la face de sortie du 
premier cristal et D~(x I) est donn4 par  l 'expression 
(4-3). Pour  l 'onde r6fract6e, on a de m~me: 

/ kz0 \ 
D~o = D I (x I) exp [ - 2rci z I | exp ( -  2zdkIo . r I) 

2~0 \ ] 

A C 24A - 4 
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off k~ = O31 et D~ (x I) est donn6 par l'expression (4-4). 
Darts le premier cristal, la surface de dispersion est 
rep6r6e par les trois points O, H, L0. 

Le vecteur du r6seau r6ciproque correspondant h la 

r6flexion consid6r6e est HO = h. Dans le second cristal, 
si nous prenons le m~me direction incidente que dans 
le premier cristal, le vecteur du r6seau r6ciproque est 

h ' = H ' O = f f - o + H ' / - ) = h - d h .  Mais, si nous prenons 
comme direction incidente la direction du vecteur 
d 'onde de l 'onde r6fl6chie par le premier cristal, le 

vecteur du r6seau r6ciproque est: - h ' =  O ' H =  O / ] +  
) 

O ' O = - h + d h .  Dans le premier cas (onde transmise- 
r6fl6chie), il a 6t6 montr6 (Authier, 1966) que L0 de- 
vient L o tel que" 

• ' ( d h .  s n )  
L°L° = \sin-20 _ to .  

L o est d6fini par l'intersection de To avec la m6dia- 
trice de OH' .  La surface de dispersion est donc d6ter- 
min6e b. partir des points O, H',  L o. Dans le second 
cas (onde r6fl6chie-transmise) L0 devient L o tel que: 

---~,~ _ ( d h . s 0 )  
L°L°= \ s-~20 th .  

Lo est d6fini par l'intersection de Th avec la m6diatrice 
de HO'.  La surface de dispersion est alors d6termin6e 
b. partir des points H, O', L o. Le vecteur d'onde dans 

le second cristal correspondant it Dn(O I) est KIh r = H ' L  o 
> 

et celui correspondant b. D~I(h r) est Kh H = H L  o. Or, nous 
avons la relation: 

/ /  • # • 

LoLo = LoLo + LoLo 

[(dh.  sh)t0 + (dh . s0)th] 
= - s i - n 2 0  = d h ,  

on en d6duit: 
KII  = ]J~.; II • (4 -5 )  

Nous devons choisir comme vecteurs d'onde inci- 
dents dans le vide, ayant m~me composante tangen- 
tielle que K~, I et K~, n" 

k~ I = OM; e t  k~ I = H N : ' .  

Nous mettrons donc les ondes incidentes sur le se- 
cond cristal sous la forme: 

k~0 Z I D~ = D~ (x I) exp ( - 2 z c i ~  ° ) 

x exp [-2rci(k~ - k I x ) r q  exp (-2rdklo I . r I) 

/ ~z0 \ 
D I, = D I (x I) exp t - 2zci -2y~ zI ) 

× exp [ - 2 z d ( k  I -k~,I)r I) exp (-2zcik~ I . r r) 

et nous poserons: 
[ ~z0 \ 

DoI(x r, z I) = D I (x r) exp _t - 2rci 270 ZI ) 

x exp [-2zci(k~ -l~x)rr)] (4-6) 

kXo zi D~I(x I, z I) = DI~ (x I) exp ( -- 2zci ~ ) 

x exp [-2zi(k~, -k~grr)]. (4-7) 

Ce sont ces expressions qui tiennent lieu de pseudo- 
amplitudes incidentes sur le second cristal. 

Le Tableau 2 r6sume l'ensemble des r6sultats obtenus 
dans ce paragraphe. Les relations 

K~II = I ~ I I  + h 

et 
IKXn ~1 = [Knl = [K~iX I = [KolI[  

montrent que nous sommes bien dans le cas o~ les 
fonctions des formules (4-1) et (4-2) sont des fonctions 
de Bessel. 

(b) Calcul de la pseudo-amplitude dt la sortie du second 
cristal 

Comme les vecteurs d'onde K~, ~ et K~, n sont 6gaux, 
la pseudo-amplitude de l 'onde r6fl6chie apr~s travers6e 
des deux cristaux est" 

Da= Dn(OI) + Dn(hI) . 

Exprimons tout d 'abord DoI(x I) et D',I(x I) en calculant 
les expressions 

(k~  - -  l ~ I ) r  I et (k i - -  k ~ l ) r  I . 
Posons 

M ' M  = k(AO)o = dh.  Sh/sin 20 
et 

N " N =  k(AO)n = - dh.  s0/sin 20.  

En projetant r I sur les axes 01x I et Oaz (voir Fig. 5), 
on obtient: 

Tableau 2. Tableau rdcapitulatif des diffdrents vecteurs d'onde dans les deux cristaux 

Ondes apr6s le premier cristal 

Ondes incidentes sur le second cristal 

Ondes dans le second cristal 

Onde r6fract6e 
_ _ . - ¢ .  

DOI(xI), ko n = OM 
- - - +  

Do'I(xI), ko n = OM 
_ _ - . . ~  

DnlI(0I) ,  Kh II = H'Lo" 
- - . . . . . ~  

D0n(0I), K0 n = OLo" 

Onde r6fl6chie 

DhI(xI), kh I = HN 
> 

Dh'I(xI), kh n = HN" 

D0n(hi),  Kn 'n  = HLo'; 

DnlI(hI), Ko 'n  = O'Lo'" 
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DoI(xI, zI)= Dlo (x I) exp [ -  2rcik(AO)oToX I] 

kZo ZI × exp exp (- ) 

/ kZo \ 
-- D; (x ~) exp [2~ik(AO)oo~ozq exp \ / -  2rd-2~-o z~ | (4-8) 

/ 

D'~I(xI, z I) = D I (x I) exp [2zdk(AO)nTnx I] 

kXo Zi x exp [27~ik(AO)hO~hZ I] exp ( -  2z~i-~- ) 

= (D~,Xx ~) exp [2rdk(AO)ho~hZ ~] exp ( -- 
kXo Z I (4-9) 

z z z ~ - ~  l • \ 

ces deux quantit6s 6tant proportionnelles ~t celles cal- 
cul6es par les formules (4-3) et (4-4). Si nous d6finis- 
sons une fonction 

~D~,(x') si Ix'I_</' ~I(xO = 
lo si Ix*l >1 * 

i = I  ou II 

et de m~me pour ~(x i ) ,  nous pourrons 4crire DJ, X(0 I) 
et D~I(h I) sous forme de produits de composition: 

D~I(0 I) = ~ ' ( X ) *  ~II(X) 

x exp t - 2 ~ i  [ 270 

Les pseudo-amplitudes Dn(0 I) et DU(h I) s'6crivent 
d'apr6s (4-1) et (4-2)" 

- izckzlITo 
DII(0I) - s -~2-0  IA2B2 D ° I ( x I ) J ° ( B ' I I ~ 2 - x l I z ) d x l I  

B' I DhI(x I) D~o~(h9 = D~I(xI = X +  t ~ ) -  -g-  ,,~,,~ 

x [ ~I-f-Z_~Yi Yx(S' (Tf fz-xl i l )dxn 

off B' = 
sin 20 

Si nous posons: 

~ i ~ k ~ I ~ o  Jo(B' /V-/ffi-xXI2), (4-10) D~'I (xn) = sin 20 

Dn(xII)=7°~~oeXp[-]rikTA(lII-xIl)2+i%]ro 
B' 1 / l l i  + xlI - 
2 V l l i _ x n  JI(B' 1/-ffr--~vt__2_-ii-2:, (4-11) 

, ~ x~x It 

~ X  
B 0 P A 

Fig. 5. O1AI = OIB1 = 1 I, O1PI = X I ; 02A2 = 02B2 =/i i ,  02P2 = 
X II; OA = OB = l, OP = X. 

Dy(h I) = ~x(X) ,  ~ i i ( _  X) 

x exp { -2zd  [ k--Y-°- -k(AO)h°~n] zI 27~ 

avec X I = X-t- x n. 

(4-13) 

Finalement, la pseudo-amplitude de l'onde r6fl6chie 
peut se mettre sous la forme: 

Dn(X) OC ~ o I ( X ) * ~ I ( X )  + ~ h I ( X ) * ~ I I (  - X )  

1 1 
x exp [(--2rd k ? )  zI (7~ 70)1 

x exp [-2zddh±zI], (4-14) 

dh± 6tant la composante du vecteur dh suivant la nor- 
male ~ l'interface. 

Comme pour la faute d'empilement, nous constatons 
que Dn(X) est la transform6e de Fourier de l'expression 
de la pseudo-amplitude dans le cas d'une onde plane 
incidente. 

(c) Cas particulier: l'un des crk~taux a une ~paisseur 
faible vis-dt-vis de l' autre 

Supposons que le cristal I ait une 6paisseur tr~s 
faible par rapport au cristal II. Dans ce cas, X+  x n = 0. 
Les fonctions ~ ( x  I) et -@~,I(xI) n'ont de valeurs non 
nulles qu'au voisinage de xI=0,  c'est-~-dire de X= 
- x  n. Dans ce voisinage, les fonctions 

/ / I I  + x l I  
Jo(B' V~iY--~ ~) et l n _ x  n JI(B' Vl l I2-x  If2) 

peuvent ~tre consid6r6es comme constantes. On peut 
donc 6crire: 

+l 
D~I(OI) = -- iz~kCzIIT°sin 20 Jo(B' ~/]i-fi-£ X2) I_l~OI(XI, zI)dx I 

B' VIlI-X 
OU(hI)=~'ni(xI=X+llI, zI ) - -- f  l n + X  

X J l ( B '  / - ~ -  X2 )  I~ll~'hI(xI, z I ) d x  I . 

A C 24A - 4* 
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Calculons maintenant ,~II en  fonction de 3(~ =Zn. 
Takagi a montr6 qu'on pouvait exprimer la compo- 
sante de Fourier de la susceptibilit6 61ectrique Z II d 'un 
cristal perturb6 en fonction de celle du cristal parfait 
correspondant Zn sous la forme: 

X~=Zn exp (2z~ih. u)=Zn exp ( -2zcidh.  r ) .  

Darts ces conditions, on a: 

II = VZnZ~ et B ' = B .  

Finalement, l'intensit6 du faisceau r6fl6chi s'6crit: 

In = [Dn(X)I z - :gZk2 
sin z 20 X~Io Y o J o ( B ~  X z) 

x exp ( -  2nidh r)Ao + V ro 
• k 

1 1 exp( 

IJo(BVl lz-  (X+ /II)2 exp [2rcik(AO)nyn(X+ /m)] X 

B l r r - x  

avec: 

= exp (/i _ xr)2 + i 
--I I r0 

S-S-S~-20 ~ 0  V Zl--xT Jl(B/l-~-xlZ) } 

x exp(-2rcik(AO)oYoxr)dx z , 

+tx Jo(BV-[ i-2-Z x r~) exp (2rcik(AO)nynxI)dx I An = J- t  I 

et 
D(oa) 2 

i0 = . 

La fonction .~'nI(xr=x+lrr),fl n'a de valeur non 
nulle que si X est compris entre - l I t -  l r et - l rr + l I, 
c'est-h-dire lorsque X est voisin de - l .  Nous allons 
done 6tudier la distribution d'intensit6 du faisceau r6- 
fl6chi lorsque X n'est pas voisin de - l .  Ceci revient 
h n6gliger le faisceau direct provenant de l 'onde r6- 
fl6chie-transmise. Dans ce cas, l'intensit6 In s'6crit: 

rc2kro [ 111- X 
I n -  sinzZ0Zn 2 l~oJ20(BVllU-X2)+ I ] / i i +  X 

x J~(BV l m -  X z) - 2 ]/TXl~ J o ( B ~  X 2) 

I l I -  X ] 
× l l i +  x JI(B W/II2-X x) cos~ (4-16) 

avec: 

B 2 sinZ[lIV[2rckyn(AO)n]Z+B2 ] ] 
I~=Io 1 -  [2rckyn(AO)h] 2+B2 I ' 

l~n = loB 2 sin2[lIV[r2rckyo(AO)o]2 + B-21 
- [2rckyo(AO)o]2 + B 2 , 

• 1 

Yh Y0 

2rckyo(AO)o 
tg #9= f f ~ ~ A 0 ) 0 ] 2  + B z 

tg [/Ilr[2~0()lO)0]21-~ B 2] . 

(d) FStude expdrimentale 
Nous avons calcul6 les valeurs de Ih pour diff6rentes 

valeurs de cos • en supposant que cos • est constant 
dans le plan d'incidence, c'est-h-dire que la trace du 
plan r6flecteur sur les faces du cristal est perpendicu- 
laire aux franges. 

La Fig. 6 est une topographie en pose fixe d'un cristal 
de silicium dans lequel cette condition est approxi- 
mativement satisfaite. (R6fiexion 533; l 'orientation de 
l'axe de la bande irradi6e et des franges est pratique- 
ment la direction [211].) 

Sur la Fig.7, nous avons repr6sent6 sch6matique- 
ment les courbes d'6gale intensit6 calcul6es it l 'aide de 
(4-16) pour les m~mes conditions de r6flexion que celles 
de la topographie Fig. 6 et pour une valeur de I~,/I~ 
choisie arbitrairement 6gale h 1/16• 

On peut remarquer un bon accord qualitatif entre 
la topographie et le diagramme calcul6. Nous allons 
d6crire les traits caract6ristiques des franges de moir& 

Tout d'abord, nous constatons que, du c6t6 de 
l'image directe du d6faut, les franges de solution pen- 
dulaire sont modul6es par les franges de moir6 et que 
leur intensit6 devient tr~s grande. Au contraire, lorsque 
X tend vers l, l 'interaction des franges de solution pen- 
dulaire et des franges de moir6 est de plus en plus 
faible. La modulation des flanges de solution pendu- 
laire entrain6e par le moir6 se retrouve dans les topo- 
graphies par translation. 

La p6riode de ces franges de moir6 est donn6e, 
d'apr6s (4-16), par: 

= 2rc,4: (.#" entier), 
c'est-h-dire, si z ~ est constant, par 

dh.  r = ~ " .  

Si le cristal est une lame h faces parall~les, la p6riode 
est 1/dh, et ne d6pend que de la composante tangen- 
tielle de la d6formation. Pour atteindre la composante 
normale, il faut utiliser un cristal taill6 en forme de 
coin. Comme notre cristal est taill6 suivant une lame 
it faces parall~les, l'existence de franges parall~les it 
l'axe de l 'irradiation montre que celle-ci n'est pas uni- 
forme lat6ralement. De plus, il existe une 16g~re varia- 
tion longitudinale qui montre que l 'irradiation n'est 
pas non plus tout h fait uniforme dans la longueur. 

Nous avons repr6sent6 sur la Fig. 8(a) la variation 
de l'interfrange en fonction de la distance h l'axe de 
l 'irradiation repr6sent6e par une coordonn6e y pour la 
coupe c de la Fig. l(c) correspondant h la section de 
la Fig. 6. De lh, nous pouvons d6duire les variations 
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de du/dy et u en fonction de y. Celles-ci sont repr6- 
sent6es sur les Figs. 8(b) et (c). 

D'apr~s la formule (4-16), le contraste des franges 
de moir6 d6pend de la quantit6 VI I I~ cos 45. Pour une 
irradiation donn6e, la frange centrale, qui correspond 
5. du/dy = 0, a un contraste variable suivant le plan r6- 
flecteur choisi et le longueur d'onde du rayonnement 
utilis6. Lorsque la dose de l'irradiation varie, le con- 
traste de cette m~me frange est modifi6 car 45 d6pend 
de dh± done de la d6formation. On peut constater l'in- 
fluence de tous ces facteurs sur la Fig. 1. 

La th6orie pr6c6dente est encore valable localement 
tant que IVu[ est sensiblement constant. Nous avons 
6tudi6 des cristaux irradi6s pour lesquels la d6forma- 
tion n'est pas homog~ne et nous avons constat6, pour 
ces cristaux, une variation de l'interfrange dans la lar- 
geur de la bande irradi6e. Evidemment, il est n6cessaire 
que la variation de la d6formation soit faible pour 
pouvoir encore observer des franges. 

Le calcul pr~c6dent a ~t6 fait dans le cas off le d~faut 
plan est voisin de la face d'entr6e du cristal. Lorsque 
celui-ci est voisin de la face de sortie du cristal, il suffit 
de changer X en - X  dans la formule (4-16). La r6par- 
tition de l'intensit6 subit simplement une sym&rie par 
rapport ~t l'axe de la section et l'image directe du d6faut 
est situ6e alors dans la r6gion off X est voisin de I. 

I1 est done 6vident que l'image sur une topographie 
par translation sera inchang6e. 

5. Conclusion 

Nous obtenons des franges de moir6 lorsque les plans 
r6flec~eurs de deux cristaux accol6s sont 16g~rement 
d6sorient6s l'un par rapport ~t l'autre (moir6 de rota- 
tion) ou lorsque les param&res de ces deux cristaux 
sont tr~s peu diff6rents (moir6 parall~le). Pour ces deux 
cas, ou leur combinaison, le facteur important est dh 
variation du vecteur du r6seau r6ciproque entre les 
deux cristaux. Le d6phasage dfi ~t dh est le m~me pour 
des champs d'onde correspondant h des points carac- 
t6ristiques situ6s sur les deux branches de la surface 
de dispersion. La th6orie de Takagi qui consid~re glo- 
balement tousles champs d'onde est done particuli~re- 
ment bien adapt6e h ce probl~me. 

Le calcul a 6t6 effectu6, pour simplifier, sans tenir 
compte de l'absorption, mais les franges de moir6 se- 
raient visibles m~me avec des cristaux absorbants, le 
d6phasage que nous avons calcul6 s'appliquant alors 
aux champs d'ondes appartenant h la branche 1 de la 
surface de dispersion. 

Nous avons appliqu6, dans cet article, la th6orie 
de Takagi au calcul du contraste des franges de moir6 

cos  @ 

-1 

-1 

-1 0 

Fig. 7. Lieux des points d'6gale intensit6 calcul6e. 

0,5 x 
I 
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dans le cas oO l 'un des cristaux a une 6paisseur faible 
par rapport  h l'autre. I1 est possible 6galement de 
calculer le contraste de franges de moir6 obtenus . 
avec deux cristaux d'6paisseur quelconque. La m6thode 
de calcul dans ce cas serait la m~me que celle employ6e * 
dans l'article pr6c6dent pour le calcul du contraste 
d'une faute d'empilement. 
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The Cowley-Moodie slice formulation of n-beam electron diffraction has been manipulated to give a 
set of linear first order differential equations, one per beam, the coefficients of which are proportional 
to the Fourier coefficients of the crystal potential. The analog solution of these equations gives a vivid 
demonstration of the interacting processes involved in dynamic scattering and, with modern analog 
computers, allows an extremely rapid solution, at least two orders of magnitude faster than comparable 
digital computer calculations. The advantages and disadvantages of the method are discussed and practi- 
cal example calculations and applications described. 

1. Introduction 

The use of analogies as an aid to the quantitative or 
qualitative interpretation of dynamic diffraction theory 
was clearly envisaged by Ewald, when he described the 
'Pendell~Ssung' solution, and was freely invoked by 
Brillouin (1946). In addition, Heidenreich (1950) con- 
structed a useful analogy by utilizing the correspon- 
dence between the dispersion equations and those of a 
suitable electrical network. However, since the dis- 
persion equations are the result of formal mathemat- 
ics invoked solely for the purpose of calculation and 

are not essential to the solution of the diffraction prob- 
lem, the analogy is of limited value and only indirectly 
connected with experimentally observed quantities. 

The direct solution of the differential equation for- 
mulation of the diffraction theory (Tournarie, 1961; 
Takagi, 1962) has the advantage, in common with the 
multislice calculation of Goodman & Moodie (1968), 
of avoiding the unnecessary solution of the dispersion 
equations, the wave functions external to the crystal 
being calculated directly. Consequently the electrical 
network resulting from programming an electronic 
analog computer to solve these differential equations 


